
Èçó÷åíèå êîëåáàíèé ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ

Àíòîí Ëà÷èõèí

5 ÿíâàðÿ 2019 ã.



• Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

Ìíîãèå ñëîæíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, òàêèå, êàê âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ èëè ìîëåêóë
äðóã ñ äðóãîì, âçàèìîäåéñòâèå ñâåòà ñ âåùåñòâîì, ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòîâûõ è çâóêîâûõ
âîëí â ñðåäå â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ñâÿçàííûõ
îñöèëëÿòîðîâ. Äàííûé ôàêò ãîâîðèò î áåçóñëîâíîé âàæíîñòè ýòîé ìîäåëè, à òàêæå î
íåîáõîäèìîñòè åå èçó÷åíèÿ. Â ñëåäñòâèè ýòîãî, öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
ìîäåëè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ. Â õîäå ðàáîòû áóäåò èçó÷åíî ïîâåäåíèå
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû è åå õàðàêòåðèñòèêè.;

• Îïèñàíèå ñèñòåìû.

Ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äâà ìàÿòíèêà � äâà òîíêèõ íåâåñîìûõ íåðàñòÿæèìûõ ñòåðæ-
íÿ îäèíàêîâîé äëèíû l1, ê êîíöàì êîòîðûõ ïðèêðåïëåíû ãðóçû îäèíàêîâîé ìàññû m.
Ñòåðæíè çàêðåïëåíû ê íåïîäâèæíîìó ïîäâåñó. Ìàÿòíèêè ñâÿçàííû ìåæäó ñîáîé ïðóæè-
íîé ñ çàäàííîé æåñòêîñòüþ k (ðèñ.1).

Ðèñ. 1: Ñèñòåìà èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ.

Çäåñü α1, α2� óãëû îòêëîíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ìàÿòíèêîâ îò âåðòèêàëè, x1, x2� äåôîð-
ìàöèè ïðóæèíû, îáóñëîâëåííûå îòêëîíåíèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî ìàÿòíèêîâ, l0� ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè êðåïëåíèÿ ìàÿòíèêà äî òî÷êè êðåïëåíèÿ ïðóæèíû - îäèíàêîâî äëÿ îáîèõ
ìàÿòíèêîâ. Íà îáà ìàÿòíèêà ñî ñòîðîíû ïðóæèíû äåéñòâóåò îäèíàêîâàÿ ïî âåëè÷èíå ñèëà
ñâÿçè, îáóñëîâëåííàÿ ðàçíîñòüþ ñèë óïðóãîñòè, âîçíèêàþùèõ ïðè äåôîðìàöèÿõ x1, x2. Ïî
âåëè÷èíå ýòà ñèëà ðàâíà:

Fñâ = k(x2 − x1). (1)

Äåéñòâèå ñèëû ñâÿçè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 2:
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Ðèñ. 2: Ñèñòåìà èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ ñ ó÷åòîì ñèë.

Íàïèøåì óðàâíåíèÿ ïðîåêöèé ìîìåíòîâ äëÿ 1-ãî è 2-ãî ìàÿòíèêîâ îòíîñèòåëüíî òî÷åê
O1 è O2 ñîîòâåòñòâåííî:

ml21α̈1 = −mgl1 sinα1 −MFñâ1 , (2)

ml21α̈2 = −mgl1 sinα2 +MFñâ2 , (3)

ãäå MFñâ1 ,MFñâ2� ïðîåêöèè ìîìåíòîâ ñèëû ñâÿçè äëÿ êàæäîãî èç ìàÿòíèêîâ.

Îïðåäåëèì èõ. Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà ñèëû ñâÿçè äëÿ 1-ãî ìàÿòíèêà:

MFñâ1 = Fñâl0 cosα1 = k(x2 − x1)l0 cosα1; (4)

äëÿ 2-ãî ìàÿòíèêà:
MFñâ2 = Fñâl0 cosα2 = k(x2 − x1)l0 cosα2; (5)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (2) è (3), èìååì:

ml21α̈1 = −mgl1 sinα1 − k(x2 − x1)l0 cosα1, (6)

ml21α̈2 = −mgl sinα2 + k(x2 − x1)l0 cosα2. (7)

Äåôîðìàöèè x1, x2 âûðàçèì ÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû:

x1 = l0 sinα1, (8)

x2 = l0 sinα2. (9)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàëûå óãëû îòêëîíåíèÿ 1-ãî è 2-ãî ìàÿòíèêîâ, òîãäà sinx ≈ x, cosx ≈
1. Ñ ó÷åòîì (8) è (9) è âûøåóïîìÿíóòûõ óïðîùåíèé âûðàæåíèÿ (6) è (7) ïðèìóò âèä:

ml21α̈1 = −mgl1α1 − k(α2 − α1)l
2
0, (10)

ml21α̈2 = −mgl1α2 + k(α2 − α1)l
2
0. (11)

Â îáîèõ óðàâíåíèÿõ ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è ðàçäåëèì óðàâíåíèÿ íà ml21:

α̈1 + ω2
0α1 + λ(α2 − α1) = 0, (12)

α̈2 + ω2
0α2 − λ(α2 − α1) = 0, (13)
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çäåñü

ω0 =

√
g

l1
, λ =

k

m

(
l0
l1

)2

. (14)

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå, õàðàêòåðèçóþùèå äàííóþ ñèñòå-
ìó êàê öåëîå:

x(t) =
1

2
(α1(t)− α2(t)), (15)

y(t) =
1

2
(α1(t) + α2(t)). (16)

Ñêëàäûâàÿ (12) è (13), ïîëó÷àåì:
ÿ = −ω2

0y (17)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) èìååò âèä:

y(t) = A sinω0t+B cosω0t, (18)

ãäå A è B � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

Âû÷èòàÿ (13) èç (12), ïîëó÷àåì:
ẍ = −(ω2

0 − 2λ)x (19)

Ðåøåíèå âûãëÿäèò òàê:
x(t) = C sinωt+D cosωt, (20)

ãäå C è D � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à

ω =
√
(ω2

0 − 2λ). (21)

Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïåðâûé - â íà÷àëüíûé ìîìåíò îáà ìàÿòíèêà
îòêëîíåíû íà îäèíàêîâûé óãîë: α1(0) = α, α2(0) = α, α̇1(0) = 0, α̇2(0) = 0. Ïðè äàííûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìàÿòíèêè áóäóò êîëåáàòüñÿ ñèíôàçíî, ïðè ýòîì ïðóæèíà áóäåò íà-
õîäèòüñÿ â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Äàííîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ìîäîé
èçó÷àåìîé ñèñòåìû (ðèñ. 3).
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Ðèñ. 3: Ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ìîäà ñèñòåìû.

Ó÷èòûâàÿ äàííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì

y(t) = α cosω0t, (22)

x(t) = 0. (23)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé y, íàõîäèì, ÷òî

α1(t) =
1

2
α cosω0t, (24)

α2(t) =
1

2
α cosω0t. (25)

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî ω0 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñèñòåìû, îò-
âå÷àþùàÿ ïåðâîé ìîäå.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàÿòíèêè îòêëîíåíû íà ðàâíûå ïî ìî-
äóëþ, íî ðàçíûå ïî íàïðàâëåíèþ óãëû (α1(0) = α, α2(0) = −α, α̇1(0) = 0, α̇2(0) = 0). Ïðè
äàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìàÿòíèêè áóäóò êîëåáàòüñÿ â ïðîòèâîôàçå. Äàííîå äâèæåíèå
òàê æå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîáñòâåííîé ìîäîé ñèñòåìû (ðèñ. 4).
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Ðèñ. 4: Âòîðàÿ ñîáñòâåííàÿ ìîäà ñèñòåìû.

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì

x(t) = α cosωt, (26)

y(t) = 0. (27)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé x, íàõîäèì, ÷òî

α1(t) =
1

2
α cosωt, (28)

α2(t) = −1

2
α cosωt. (29)

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî ω ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ñè-
ñòåìû, îòâå÷àþùåé âòîðîé ìîäå.

Ëþáîå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ìîä äàííîé ñèñòåìû. Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ ìîä îïðåäå-
ëèì çàâèñèìîñòè óãëîâ îòêëîíåíèÿ 1ãî è 2ãî ìàÿòíèêîâ îò âðåìåíè ïðè èõ ïðîèçâîëüíîì
äâèæåíèè:

α1(t) =
1

2
α(cosω0t+ cosωt), (30)

α2(t) =
1

2
α(cosω0t− cosωt). (31)

Òàê æå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ýôôåêò ïðåäà÷è ýíåðãèè îò îäíîãî ìàÿòíèêà ê äðóãîìó.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìû îòêëîíÿåì îäèí ìàÿòíèê íà íåêîòîðûé óãîë, îñòàâëÿÿ âòîðîé

5



íåïîäâèæíûì, è îòïóñêàåì åãî. ×åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè âòîðîé ìàÿòíèê
äîëæåí îòêëîíèòüñÿ íà ðàâíûé ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïîëîæíûé ïî íàïðàâëåíèþ óãîë, à
ïåðâûé äîëæåí íàõîäèòüñÿ â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ. Òî åñòü, ýíåðãèÿ îò
ïåðâîãî ìàÿòíèêà çà ñ÷åò ñâÿçè äîëæíà ïåðåéòè êî âòîðîìó ìàÿòíèêó (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5: Ïåðåêà÷êà ýíåðãèè.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû 1ãî è 2ãî ìàÿòíèêà, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ïàêåòàWolframMathematica
õîðîøî èëëþñòðèðóþò äàííûé ýôôåêò (ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6: Ôàçîâûå ïîðòðåòû 1ãî (ëåâûé) è 2ãî (ïðàâûé) ìàÿòíèêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå áûëè íàéäåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû, îïðåäåëåíû
çàâèñèìîñòè óãëîâ îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêîâ îò âðåìåíè ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ, à òàêæå áûë ðàññìîòðåí ýôôåêò ïåðåäà÷è ýíåðãèè îò îäíîãî ìàÿòíèêà ê äðóãîìó.
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