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Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè âñòðå÷àþòñÿ òàê
íàçûâàåìûå çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ.
Ïóñòü ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè �,
äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå H1 
H2. Ñîñòîÿíèå � íàçûâàåòñÿ
ñåïàðàáåëüíûì, åñëè âåðíà ñëåäóþùàÿ ôàêòîðèçàöèÿ:

� =
X
k

pk�
k
1

 �k

2
; (1)

ãäå pk � 0, à �k
1
è �k

2
- ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîäñèñòåì.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ïëîòíîñòè íå ôàêòîðèçóåòñÿ,
ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ íåñåïàðàáåëüíûì èëè çàïóòàííûì.
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Ìîòèâèðîâêà çàäà÷è

Çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ
êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ

Âñëåäñòâèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé ïðèõîäèòüñÿ
ðàáîòàòü ñ íåèäåàëüíî çàïóòàííûìè ñîñòîÿíèÿìè

Õîòèì îïðåäåëèòü, êàê èçìåíÿåòñÿ èäåàëüíî çàïóòàííîå
ñîñòîÿíèå �1 â ðåçóëüòàòå íåêîãî âîçäåéñòâèÿ, è ïîíÿòü, êàê
õîðîøî ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå �2 çàïóòàíî

Äëÿ ýòîãî áóäåì èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó �1 è �2 â
ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ïëîòíîñòè. Ðàññòîÿíèå ìàëåíüêîå - �2
çàïóòàíî õîðîøî, è íàîáîðîò.
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Ðåàëèçàöèÿ

Õîòèì èçìåðèòü ðàññòîÿíèå - íåîáõîäèìî ââåñòè ìåòðèêó.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèâóþ �̂(X ) â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ
ïëîòíîñòè.

Ðèñ.: Èëëþñòðàöèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å
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Ìåòîäèêà

Ïîñòðîèòü êëàññè÷åñêóþ ìåòðèêó ðàçëè÷èìîñòè

Îáîáùèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà êâàíòîâûé ñëó÷àé
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Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå

Ðàññìîòðèì N èçìåðåíèé ñ ðåçóëüòàòàìè �1; : : : ; �N . Ïàðàìåòð X
âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Xest = Xest (�1; : : : ; �N ). Ðàçóìíîå
îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ - èçìåðÿòü ïðèðàùåíèå
ïàðàìåòðà dX â åäèíèöàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îöåíî÷íîé
ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà. Ïîäõîäÿùàÿ ìåðà îòêëîíåíèÿ èìååò âèä

Xest

jdhXest i=dX j
�X = �X : (2)

Òîãäà îïðåäåëèì ñòàòèñòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå êàê

ds2 =
dX 2

min[N h(�X )2i]X
: (3)
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Ìèíèìèçàöèÿ ðàññòîÿíèÿ. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà

Êëàññè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ îñíîâàíà íà íèæíåé ãðàíè, íàçûâàåìîé
ãðàíüþ Êðàìåðà-Ðàî.
Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

0 =

Z
d�1 : : : d�Np(�1jX ) : : : p(�N jX )�Xest ; (4)

ãäå �Xest = Xest (�1; : : : ; �N )� hXest iX .
Äèôôåðåíöèðóÿ ïî X è ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ
íåðàâåíñòâî Øâàðöà, ïîëó÷èì

NF (X )h(�Xest )
2ix �

 
dhXest iX

dX

!
2

; (5)
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Ìèíèìèçàöèÿ ðàññòîÿíèÿ. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà

Çäåñü F (X ) - èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

F (X ) =

Z
d�p(�jX )

 
@ ln p(�jX )

@X

!
2

=

Z
d�

1

p(�jX )

 
@p(�jX )

@X

!
2

(6)

Çàïèñàííàÿ â òåðìèíàõ (3) ãðàíü Êðàìåðà-Ðàî âûãëÿäèò êàê

N h(�X )2iX �
1

F (X )
+N h�X i2X �

1

F (X )
: (7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(�jX ),
ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ ìåòðèêó ðàçëè÷èìîñòè

ds2PD = F (X )dX 2 (8)
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Îïòèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ èçìåðåíèé

Îáîáùåííûå èçìåðåíèÿ îïèñûâàþòñÿ íàîáîðîì íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåë¼ííûõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ Ê(�), êîòîðûå ïîëíû â
ñëåäóþùåì ñìûñëå

Z
d�Ê(�) = Î : (9)

çäåñü � � ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ.

�(�jX ) = tr(Ê(�)�̂(X ))� ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (10)
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Îïòèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ èçìåðåíèé

Òåïåðü âòîðîé øàã, îïòèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ
èçìåðåíèé, çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè èíôîðìàöèè Ôèøåðà ïî
âñåì ýòèì èçìåðåíèÿì, òî åñòü

ds2DO = dX 2max
Ê(�)

F (X ); (11)

ãäå

F (X ) =

Z
d�

1

p(�jX )

 
@p(�jX )

@X

!
2

(12)

Âèäíî, ÷òî èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà ñîäåðæèò äåëåíèå íà p(�jX ),
ïîýòîìó â êâàíòîâîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî êîððåêòíî îïðåäåëèòü
äàííóþ îïåðàöèþ.
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Îïòèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ èçìåðåíèé

Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì îïåðàòîð

R�̂(Ô) =
1

2
(�̂Ô + Ô �̂) =

X
k ;j

1

2
(pj + pk )Ojk jj ihk j: (13)

Îïðåäåëèì îáðàòíûé îïåðàòîð R�̂(Ô)�1 ñ ìàòðè÷íûìè
ýëåìåíòàìè âèäà

[R�1

�̂ (Ô)]jk =
2Ojk

pj + pk
: (14)
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Îïòèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ èçìåðåíèé

Òîãäà èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà áóäåò çàïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

F (X ) =

Z
d�

[tr(Ê(�)�̂0(X ))]2

tr(Ê(�)�̂(X ))
; (15)

ãäå �̂0 � d�=dX . Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ýòîãî
îïåðàòîðà

tr(ÂB̂) = Re[tr(�̂ÂR�1

�̂ (B̂))]: (16)
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Îïòèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ èçìåðåíèé

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì èíôîðìàöèþ Ôèøåðà (15) äëÿ ïîëó÷åíèÿ
âåðõíåé ãðàíèöû

F =

Z
d�

�
Re[tr(�̂Ê(�)R�1

�̂ (�̂0))]
�
2

tr(Ê(�)�̂)
�

Z
d�

���tr(�̂Ê(�)R�1

�̂ (�̂0))
���2

tr(Ê(�)�̂)
= (17)

=

Z
d�

������tr
0
@ �̂1=2Ê1=2(�)q

tr(Ê(�)�̂)
Ê1=2R�1

�̂ (�̂0)�̂1=2

1
A
������
2

� (18)

�

Z
d� tr(Ê(�)R�1

�̂ (�̂0)�̂R�1

�̂ (�̂0)) = tr(R�1

�̂ (�̂0)�̂R�1

�̂ (�̂0))(19)
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Îïòèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ èçìåðåíèé

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà íà
øàãå (17) ÿâëÿåòñÿ

Im[tr(�̂Ê(�)R�1

�̂ (�̂0))] = 0 8� (20)

È íà øàãå (18) ïðè èñïîëüçîâàíèè íåðàâåíñòâà Øâàðöà

Ê1=2(�)�̂1=2 = ��Ê
1=2(�)R�1

�̂ (�̂0)�̂1=2; (21)

ãäå �� = tr(Ê(�)�̂)
�
tr(�̂Ê(�)R�1

�̂ (�̂0)) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
îò �, òàê êàê ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ýòè îïåðàòîðû
ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó.
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Êîíå÷íûé âèä ìåòðèêè

Òàêèì îáðàçîì, âåðõíÿÿ ãðàíü (19) äîñòèãàåòñÿ, à ìåòðèêà
ðàçëè÷èìîñòè íà ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè ïðèíèìàåò
âèä

ds2DO = tr(R�1

�̂ (d �̂)�̂R�1

�̂ (d �̂)) = tr(d �̂R�1

�̂ (d �̂)): (22)

Ââåäåíèå ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ïëîòíîñòè ïîçâîëÿåò
ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ïåðåïóòàííîñòè êâàíòîâûõ ñèñòåì íà
îñíîâå èíôîðìàöèè Ôèøåðà.
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Ñâîéñòâà êâàíòîâîé èíôîðìàöèè Ôèøåðà

Â N -÷àñòè÷íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = H1

N
� � �
N
HN

ëþáîå ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå �̂sep =
P


 p
 �̂
(
)
1

N
� � �
N

�̂
(
)
N

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòó

FQ [�̂sep ; Â] � 4Var(Â)�(�̂sep); (23)

ãäå Â =
P

i Âi - ñóììà ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Hi , VarÂ�̂ = hÂ2i�̂ � hÂi2�̂ �
äèñïåðñèÿ íàáëþäàåìîé A, �(�̂) = �̂1

N
� � �
N

�̂N - ñîñòîÿíèå,
ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ðåäóöèðîâàííûõ ìàòðèö
ïëîòíîñòè �̂i .
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Ñâîéñòâà êâàíòîâîé èíôîðìàöèè Ôèøåðà

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà èìååò
âåðõíþþ ãðàíü

FQ [�̂; Â] �
jh[Â; B̂ ]i�̂j

2

Var(B̂)
; (24)

êîòîðàÿ ñîáëþäàåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ � è
ïðîèçâîëüíîé ïàðû îïåðàòîðîâ Â; B̂ .
Ïðèìå÷àíèå: ñì. Pezze, L., Smerzi, A. (2009). Entanglement,
Nonlinear Dynamics, and the Heisenberg Limit. Physical Review
Letters, 102(10). doi:10.1103/physrevlett.102.100401
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Êðèòåðèé ïåðåïóòàííîñòè

Êîìáèíèðóÿ íåðàâåíñòâà (23) è (24), ïîëó÷èì îñíîâàííûé íà
äèñïåðñèè êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè

Var(Â)�(�̂sep)Var(B̂) �
jh[Â; B̂ ]i ^�sep j

2

4
; (25)

ãäå B̂ - ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, à Â =
P

i Âi .
Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè, ââåäÿ òàê
íàçûâàìûå îáîáùåííûå ñæèìàþùèå êîýôôèöèåíòû

�2
Â;B̂

(�̂) =
4Var(Â)�(�̂sep)Var(B̂)

jh[Â; B̂ ]i�̂j2
: (26)

Âèäíî, ÷òî äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ ñîñòîÿíèé �2
Â;B̂

(�̂sep) � 1
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Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ êðèòåðèÿ

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé (25) íà ïðèìåðå
ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè.
Ïîñòðîèì êðèòåðèé çàïóòàííîñòè íà îñíîâå îïåðàòîðîâ ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò x̂1; :::; x̂N è èìïóëüñîâ p̂1; :::; p̂N .
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

M̂ (v) =
NX
i=1

(ni x̂i +mi p̂i ): (27)
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Ìàòðèöà êîâàðèàöèé

Êðèòåðèé (25) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå êîâàðèàöèé.
Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð ðàçìåðíîñòè 2N

r̂ = (r̂1; :::; r̂2N ) = (x̂1; p̂1; :::; x̂N ; p̂N ): (28)

Îïðåäåëèì ñ åãî ïîìîùüþ ïîýëåìåíòíî ìàòðèöó êîâàðèàöèé
ñîñòîÿíèÿ �̂

(
�̂)�� = Cov(r̂�; r̂�)�̂: (29)
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Ìàòðèöà êîâàðèàöèé

Ïðîèçâîëüíûå ëîêàëüíûå îïåðàòîðû

M̂ (g) =
2NX
i=1

gi r̂i ; (30)

c âåùåñòâåííûì âåêòîðîì g = (g1; :::; g2N ) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[M̂ (g); M̂ (h)] =
2NX
i ;j=1

higj [r̂i ; r̂j ] = ihT
g; (31)

ãäå 
 = �N
i=1

!, ñ ! =

 
0 1

�1 0

!
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Êðèòåðèé â òåðìèíàõ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

Äèñïåðñèÿ òàêîãî îïåðàòîðà, âûðàæåííàÿ â òåðìèíàõ ìàòðèöû
êîâàðèàöèé:

Var(M̂ (g))�̂ =
2NX
i ;j=1

gigjCov(r̂i ; r̂j )�̂ = gT
�̂g: (32)

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè (25) â
íîâûõ òåðìèíàõ

(hT
�(�̂sep)h)(g
T
�̂sepg) �

(hT
g)2

4
; (33)

ãäå 
�(�̂sep) � ìàòðèöà êîâàðèàöèé, ïîëó÷àåìàÿ èç 
�̂sep ïóòåì
çàíóëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ çà èñêëþ÷åíèåì 2õ2 áëîêîâ íà
äèàãîíàëè.
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Êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ

Âûðàæåíèå (34) ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïàðû
âåêòîðîâ, ìàêñèìèçèðóþùèõ ïðàâóþ ÷àñòü.

(hT
�(�̂sep)h)(g
T
�̂sepg) �

(hT
g)2

4
; (34)

Òîãäà íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñåïàðàáåëüíîñòè çàïèøåòñÿ êàê

�2(�̂sep) := ming�
2

g ( ^�sep) � 1; (35)

ãäå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (26), ââîäèòñÿ áîçîííûé ìíîãîìîäîâûé

êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ

�2(�̂) :=
4(gT
T
�(�̂)
g)(g

T
�̂g)

(gTg)2
(36)
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Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ

Ðàññìîòðèì, êàê ïðèìåíèòü êðèòåðèé çàïóòàííîñòè ê
äâóõìîäîâîìó ñæàòîìó ñîñòîÿíèþ.
Ðàññìîòðèì äâóõìîäîâîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå

j	
(2)
r i = Ŝ12[r ]j0; 0i; (37)

ñãåíåíèðîâàííîå îïåðàòîðîì Ŝ12[�] = e�â
+
1
â
+
2
���â1â2 , j0i - âàêóóìíîå

ñîñòîÿíèå.
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Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé íàðóøàåòñÿ âûðàæåíèå (35),
÷òî ãîâîðèò î èõ íåñåïàðàáåëüíîñòè.
Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ìàòðèöó êîâàðèàöèé äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé



j	

(2)
r i

=
1

2

0
BBB@
R(2)

0 S (2) 0

0 R(2)
0 �S (2)

S (2) 0 R(2)
0

0 �S (2) 0 R(2)

1
CCCA ; (38)

ãäå R(2) =cosh(2r), S (2) =sinh(2r).
Âûáåðåì gxp = (cx ; cp ;�cx ; cp) ñ ïðîèçâîëüíûìè cx è cp , êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû (38) ñ ìèíèìàëüíûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (R(2) � S (2))=2.
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Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ

Ìàòðèöà êîâàðèàöèé, èñêëþ÷àþùàÿ êîððåëÿöèèè, ïîëó÷àåòñÿ èç
èñõîäíîé çàíóëåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì áëîêîâ 2õ2
íà äèàãîíàëè:



�(j	

(2)
r i)

=
1

2

0
BBB@
R(2)

0 0 0

0 R(2)
0 0

0 0 R(2)
0

0 0 0 R(2)

1
CCCA : (39)

Òàêèì îáðàçîì, gTxp

T


�(j	
(2)
r i)


gxp = (c2x + c2p)R
(2) è ñ ó÷åòîì

gTxpgxp = 2(c2x + c2p), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

�2(j	
(2)
r i) =

1

2
(1+ e�4r ) � 1; (40)

÷òî íàðóøàåòñÿ äëÿ âñåõ r > 0.
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