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1 Ââåäåíèå

Èñïîëüçîâàíèå ñâåòà êàê ñðåäñòâà äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà: âûñî-
êàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íàëè÷èå èñòî÷íèêîâ, ïîêðûâàþùèõ âåñü îïòè÷åñêèé äèàïàçîí
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, è íåâçàèìîäåéñòâèå ðàçíûõ ìîä ïðè èõ ïåðåñå÷åíèè è ñîâìåñòíîì ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè. Â òî æå âðåìÿ ïîñëåäíèé ïóíêò èãðàåò íåãàòèâíóþ ðîëü, êîãäà ðå÷ü çàõîäèò îá
îáðàáîòêå èíôîðìàöèè: íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü îäèí ñâåòîâîé ïó÷îê äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðó-
ãîãî íåâîçìîæíî. Íî, êàê èçâåñòíî, ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïîñðåäñòâîì âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ
è âåùåñòâà. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü èäåò îá óïðàâëåíèè êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè ñâåòà, òî
îäíèì èç âàðèàíòîâ ìîæåò ñëóæèòü êâàíòîâàÿ ïàìÿòü � êàê ñïîñîá íå òîëüêî ñîõðàíèòü, íî è
êîíòðîëèðóåìî èçìåíèòü çàïèñàííîå â ÿ÷åéêó ïàìÿòè êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå [1].

Èçìåíåíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà ïîäðàçóìåâàåò èçìåíåíèå èíôîðìàöèè, çàêîäèðîâàí-
íîé â äàííîì ñîñòîÿíèè. Â ñâîþ î÷åðåäü êîäèðîâàíèå èíôîðìàöèè ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ êàê ñ
ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ, òàê è íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ïóòü äëÿ
äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ � ýòî èñïîëüçîâàíèå ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé ñâåòà. Îäíàêî îí
äàåò îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåðíîñòü ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ðàâíóþ äâóì. Òî åñòü
îäíîôîòîííûå èìïóëüñû â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóáèòû. Ïåðåõîä ê àëãåáðå âåêòî-
ðîâ ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü
àðñåíàë ïðîòîêîëîâ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé [2]. Â ýòîé ñâÿçè ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì íàëè÷èå øè-
ðîêîãî ñïåêòðà ðàáîò òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûõ ñ ïó÷êàìè
Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä [3] [4]. Ó òàêèõ ìîä îñíîâíîé äèñêðåòíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé ñî-
ñòîÿíèå ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ àçèìóòàëüíîå ÷èñëî (¾èíäåêñ¿, ¾çàðÿä¿) l Ëàãåð-Ãàóññîâîé ôóíêöèè.
Íàáîð Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä, ðàçëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ïî àçèìóòàëüíîìó ÷èñëó, ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íûì, íî ïðè ýòîì ïîëíûì è îðòîíîðìèðîâàííûì. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí ïåðåõîä îò
êóáèòîâ ê êóäèòàì. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ãåíåðèðîâàòü ïó÷êè ñ
ðàçëè÷íûì çíà÷åíèåì l [5]. Îäíàêî â ñèëó òîãî, ÷òî àçèìóòàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì îïåðàòîðà îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà −i~ ∂

∂φ
, èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷åíèÿ l ïðè äå-

òåêòèðîâàíèè ïó÷êà îñòàåòñÿ âïîëíå óñïåøíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííîãî
íàáîðà àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë.

Íà ýòîì ôîíå âòîðîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå Ëàãåð-Ãàóññîâó ôóíêöèþ � ðàäèàëüíîå ÷èñëî
p, êàæåòñÿ íåñêîëüêî íå âîñòðåáîâàííûì. ×òî âïîëíå îáúÿñíèìî, òàê êàê åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë
íå èìååò òàêîãî æå ïðîñòîãî ïîíèìàíèÿ, êàê l [6].

Äèïëîì ïîñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî 2-ì ïàðàãðàôå äàíî êðàòêîå îïèñàíèå Ëàãåð-
Ãàóññîâûõ ìîä. Â 3, 4, 5 è 6 ïàðàãðàôàõ ìû, îïèðàÿñü íà èññëåäîâàíèÿ [6] [7] ïîêàçûâàåì,
÷òî ïðè îïðåäåëåííîé êîíôèãóðàöèè ïó÷êà, ýêñïåðèìåíò ïî äåòåêòèðîâàíèþ êâàíòîâûõ ñîñòî-
ÿíèé, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî ðàäèàëüíîìó ÷èñëó, ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì äàæå äëÿ
áîëüøèõ çíà÷åíèé p íåæåëè äåòåêòèðîâàíèå ñîñòîÿíèé íà îñíîâå àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà. Â çà-
êëþ÷èòåëüíûõ ïàðàãðàôàõ 9 è 10 ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä â
ðàìàíîâñêîé ìîäåëè êâàíòîâîé ïàìÿòè.
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2 Ëàãåð-Ãàóññîâû ìîäû

Ëàãåð-Ãàóññîâà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé
íàïðÿæåííîñòè E â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè � êîãäà îñíîâîé íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ ñòà-
íîâèòñÿ îïòè÷åñêèé ïó÷îê. Â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ â
ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè (x, y) ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü îñè z î÷åíü ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïðîäîëüíîé, òî åñòü
∂2u

∂z2
� k

∂u

∂z
� ku.

∇2
tE − 2ik

∂

∂z
E = 0, (1)

ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî.
Çàïèøåì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå Ëàãåð-Ãàóññîâà ïó÷êà â ïðîñòðàíñòâå â

ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè:

LGpl(r, φ, z) =

√
2p!

π (p+ |l|)!
1

ωz

(√
2r

ωz

)|l|
L|l|p

(
2r2

ω2
z

)
·exp

(
− r

2

ω2
z

+ i

(
lφ+

kr2

2Rz

− (2p+ |l|+ 1)ϕg

))
.

(2)
Çäåñü r, φ, z � êîîðäèíàòû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; l è p � àçèìóòàëüíûé è

ðàäèàëüíûé èíäåêñû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îðòîãîíàëüíûé ïðîôèëü ïó÷êà.

ωz = ω0

√
1 +

4z2

k2ω4
0

− ðàäèóñ ïåðåòÿæêè ïó÷êà; (3)

Rz = z +
k2ω4

0

4z
− ðàäèóñ êðèâèçíû ïó÷êà â ìåñòå ïåðåòÿæêè; (4)

ϕg = arctg

(
2z

kω2
0

)
−ôàçà Ãóè; (5)

L|l|p (x) =
exx−|l|

p!

dp

dxp
(
e−xxp+|l|

)
− îáîáùåííûå ïîëèíîìû Ëàãåðà ïîðÿäêà p ñòåïåíè |l|,

ïðåäñòàâëåííûå ïî ôîðìóëå Ðîäðèãà.

(6)

Öåëîå ÷èñëî l è öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå p îòâå÷àþò çà âèä ïîïåðå÷íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî
ïðîôèëÿ ïó÷êà (Ðèñ. 1), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé p + 1 êîíöåíòðè÷åñêèõ ñâåòëûõ êîëåö. l
çàäàåò ÷èñëî ñêà÷êîâ ôàçû îò 0 äî 2π ïðè îáõîäå íà 2π âîêðóã îñè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. ×èñëî
l îáëàäàåò âïîëíå îïðåäåëåííûì ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì � ýòî âåëè÷èíà îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî
ìîìåíòà êàæäîãî ôîòîíà â Ëàãåð-Ãàóññîâîé ìîäå, åñëè ïîëîæèòü ~ = 1. Ðàäèàëüíûé èíäåêñ p
â ñâîþ î÷åðåäü íå îáëàäàåò òàêîé íàãëÿäíîé àíàëîãèåé.
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Ðèñ. 1: Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ïó÷êîâ â îáëàñòè ïå-
ðåòÿæêè z = 0.
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3 Âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà Ëàãåð-Ãàóññîâà ïó÷êà

Íåãàòèâíûì ìîìåíòîì äëÿ ðàáîòû ñ êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä, ðàçëè÷à-
þùèìèñÿ ïî ðàäèàëüíîìó ÷èñëó p, ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ðàäèóñà ñâåòëûõ êîëåö, à òàêæå èõ
óøèðåíèå è ñóæåíèå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïó÷êà ïî z îò ïåðåòÿæêè (Ðèñ. 2). Íåîáõîäèìî íà-
ëîæèòü íåêîòîðûå òðåáîâàíèÿ íà êîíôèãóðàöèþ ïó÷êà, ñ ó÷åòîì êîòîðûõ ìîæíî óâåëè÷èâàòü
÷èñëî ðàäèàëüíîå ÷èñëî òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî îäíîçíà÷íî äåòåêòèðîâàòü. Íàéäåì âåêòîð
Óìîâà-Ïîéíòèíãà äëÿ Ëàãåð-Ãàóññîâà ïó÷êà [8].

Ðèñ. 2: Øèðèíà Ãàóññîâà ïó÷êà ωz(z) êàê ôóíêöèÿ z, ðàäèóñ ïåðåòÿæêè ïó÷êà ω0, ãëóáèíà
ðåçêîñòè b, äëèíà Ðýëåÿ zR, óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü ïó÷êà θ

Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî E è ìàãíèòíîãî H ïîëåé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïëåêñ-
íûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé

µ0H = ∇×A, (7)

E = −iωA−∇Φ, (8)

ãäå Φ =
i

ω
∇ · A � êîìïëåêñíûé ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë. Çäåñü è äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü

êàëèáðîâêó Ëîðåíöà äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

∇A+ µ0ε0
∂Φ(t)

∂t
= 0. (9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð A íàïðàâëåí âäîëü îñè x̂:

A = x̂u(x, y, z)e−ikz, (10)

ãäå u(x, y, z) � ðåøåíèå ñêàëÿðíîãî ïàðàêñèàëüíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

i
∂u

∂z
= − 1

2k

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u. (11)

Ïîýòîìó, ïðåíåáðåãàÿ ïðîèçâîäíîé
∂u

∂z
ïî ñðàâíåíèþ ñ ku è ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà è

âûøå, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è èíäóêöèè
ìàãíèòíîãî ïîëåé:

B = µ0H = ∇×
(
x̂u(x, y, z)e−ikz

)
= −ik

(
ŷu(x, y, z)− i ẑ

k

∂u(x, y, z)

∂y

)
e−ikz, (12)

E = −iω
(
x̂u(x, y, z)− i ẑ

k

∂u(x, y, z)

∂x

)
e−ikz. (13)
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Èñïîëüçóåì íàéäåííûå ïîëÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåàëüíîé ÷àñòè óñðåäíåííîãî ïî âðåìåíè âåê-
òîðà Ïîéíòèíãà S [9]:

S = (E×B) =
1

2
((E∗ ×B) + (E×B∗)) . (14)

Íå ñòàíåì ïðåíåáðåãàòü ìàëîñòüþ ñëàãàåìîãî
∂u

∂z
è ïîëó÷èì

1

2
((E∗ ×B) + (E×B∗)) =

1

2

((ω
k

∂u∗

∂x

∂u

∂z
− iωu∂u

∗

∂x

)
x̂+

(
iωu∗

∂u

∂y

)
ŷ+

(
iωu∗

∂u

∂z
+ ωku∗u

)
ẑ+

+

(
ω

k

∂u

∂x

∂u∗

∂z
+ iωu∗

∂u

∂x

)
x̂+

(
−iωu∂u

∗

∂y

)
ŷ+

(
−iωu∂u

∗

∂z
+ ωkuu∗

)
ẑ
)
.

(15)
Ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå è ïðåíåáðåãàÿ ïðîèçâîäíûìè âòîðîé ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

S =
iω

2
(u∗∇u− u∇u∗) + ωk|u|2ẑ. (16)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò òàêæå ïðèìåíèì è ê ôóíêöèÿì u(r, φ, z) âèäà

u(r, φ, z) = uo(r, z)e−ilφ. (17)

Â òàêîì ñëó÷àå, êîìïîíåíòû âåêòîðà Ïîéíòèíãà áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sr =
iω

2

(
u∗0

(
u0 + r

∂u0

∂r

)
− u0

(
u∗0 + r

∂u∗0
∂r

))
,

Sφ =
ωl

r
|u|2,

Sz = ωk|u|2.

(18)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü è ê âåêòîðó A, êîòîðûé èìååò ïðîèçâîëüíóþ
ïîëÿðèçàöèþ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà:

A = (αx̂+ βŷ) u(x, y, z)eikz. (19)

Â òàêîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ðàâíû

E = iωA+∇
(

1

iω
∇ ·A

)
=

(
iωαux̂+ iωβuŷ−

(
α
∂u

∂x
+ β

∂u

∂y

))
eikz,

B =

(
−β
(
∂u

∂z
+ iku

)
x̂+ α

(
∂u

∂z
+ iku

)
ŷ+

(
β
∂u

∂x
− α∂u

∂y

)
ẑ

)
eikz.

(20)

Âû÷èñëèì âåêòîð Ïîéíòèíãà S:

S = (E×B) =
1

2
((E∗ ×B) + (E ×B∗)) =

1

2

(
iω (u∇u∗ − u∗∇u) + 2ωk|u|2ẑ+

+ iω (αβ∗ − α∗β)

(
∂

∂y
x̂− ∂

∂x
ŷ

)
|u|2
)
.

(21)

Âíîâü ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïó÷êàì âèäà (17). Çàìåòèì, ÷òî(
∂

∂y
x̂− ∂

∂x
ŷ

)
|u|2 ≡ ∇|u|2 × ẑ, (22)
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è òàê êàê |u|2 íå çàâèâèñèò îò φ

∇|u|2 × ẑ = −ẑ × ∂|u|2

∂r
r̂ = −∂|u|

2

∂r
φ̂. (23)

Âûäåëèì è ïåðåîáîçíà÷èì ìíîæèòåëü, îòâå÷àþùèé çà ïîëÿðèçàöèþ ïó÷êà:

σ ≡ i (αβ∗ − α∗β) . (24)

Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ:

S =
1

2

(
iω

(
u∗0

(
u0 + r

∂u0

∂r

)
− u0

(
u∗0 + r

∂u∗0
∂r

))
r̂+ 2ωk|u|2ẑ+

(
2
ωl

r
|u|2 − ωσ∂|u|

2

∂r

)
φ̂

)
(25)

Íàêîíåö, âû÷èñëèì âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà äëÿ Ëàãåð-Ãàóññîâà ïó÷êà. Íàéäåì âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà â ñëó÷àå êàê ëèíåéíîé, òàê è ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò â ÿâíîì âèäå, ïîäñòàâèì Ëàãåð-Ãàóññîâó ìîäó (2) â âûðàæåíèå äëÿ
êîìïîíåíò âåêòîðà Ïîéíòèíãà â ñëó÷àå ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè (18) è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé
(25) è âûíåñåì îáùèé ìíîæèòåëü ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé:

Slinr =
ωkrz

z2
R + z2

|LGpl|2,

Slinφ =
ωl

r
|LGpl|2,

Slinz = ωk|LGpl|2.

(26)

Scircr =
ωkrz

z2
R + z2

|LGpl|2,

Scircφ =

(
ωl

r
− 1

2
ωσ

∂

∂r

)
|LGpl|2,

Scircz = ωk|LGpl|2.

(27)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áîëåå ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàòü èõ ïîâåäåíèå, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
ãðàôèê ìîäóëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà |~S(r, z)|, êàê ôóíêöèè äâóõ êîîðäèíàò r è z:

|~S(r, z)| =
√
S2
r (r, z) + S2

φ(r, z) + S2
z (r, z). (28)

Â òàêîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü îò φ óõîäèò, òàê êàê âåêòîð Ïîéíòèíãà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí
êâàäðàòó ìîäóëÿ Ëàãåð-Ãàóññîâîé ôóíêöèè, à φ òóäà âõîäèò òîëüêî êàê ÷èñòî ìíèìûé àðãóìåíò
ýêñïîíåíòû. Ãðàôèê ïîñòðîåí â ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.
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Ðèñ. 3: Ìîäóëü âåêòîðà Ïîéíòèíãà êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò r è z.

Õîðîøî âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì z ñðåçû êîëåö èíòåíñèâíîñòè (ìîäóëÿ âåêòîðà Ïîéíòèí-
ãà) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî φ íà÷èíàþò ñäâèãàòüñÿ ïî ðàäèóñó r â ñòîðîíó ïåðèôåðèè, èñïûòûâàÿ
óøèðåíèÿ è ñóæåíèÿ. Òî åñòü ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ê êðàéíèì
êîëüöàì. Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ðàñïëûâàíèå ïó÷êà â ïîïåðå÷íîé ïëîñ-
êîñòè íà÷èíàåò ðåçêî âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì ðàäèàëüíîãî ÷èñëà p. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå
ðàäèàëüíûõ ÷èñåë äëÿ çàäàíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ öåëåñîîáðàçíûì òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà óøèðåíèå ïó÷êà áóäåò êðàéíå ìàëî ïðè óâåëè÷åíèè z.

Äàííîå òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè ñëåäóþùåé êîíôèãóðàöèè ïó÷êà:

zmax << ω2
0, zmax << zR << Rz, (29)

ãäå zmax � ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå |z|, ïðè êîòîðîì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (29)
ïó÷îê ìîæíî ñ÷èòàòü íå óøèðåííûì.
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4 Îïåðàòîð ðàäèàëüíîãî ÷èñëà Ëàãåð-Ãàóññîâîé ôóíêöèè

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ðàäèàëüíîãî èíäåêñà íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ñïåê-
òðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà, ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ Ëàãåð-Ãàóññîâû
ìîäû, à íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ðàäèàëüíîãî èíäåêñà Ëàãåð-
Ãàóññîâûõ ìîä. Ïîëó÷èì òàêîå óðàâíåíèå äëÿ îáîáùåííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãåðà íåêîòîðîé ïåðå-
ìåííîé x [6].

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ îáîáùåííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãåðà:

pLlp(x) = (l + 1− x)Ll+1
p−1(x)− xLl+2

p−2(x),

∂

∂x
Llp(x) = −Ll+1

p−1(x),
(30)

îòêóäà [
(x− l − 1)

∂

∂x
− x ∂

2

∂x2

]
Llp(x) = pLlp(x). (31)

Âûðàæåíèå (31) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà äëÿ îïåðàòîðà

P̂L ≡
[
(x− l − 1)

∂

∂x
− x ∂

2

∂x2

]
. (32)

Íàéäåì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà P̂, ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè êîòîðîãî áóäóò ÿâëÿòüñÿ Ëàãåð-
Ãàóññîâû ôóíêöèè LGpl. Ïîñìîòðèì, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð P̂L â âûðàæåíèè (31) íà ÷ëåíû
ñëåâà îò ôóíêöèè Ëàãåðà âûðàæåíèÿ (2).

Âíà÷àëå ïðîäåëàåì âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ â òî÷êå z = 0.
Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå:

x =
2r2

ω2
0

, (33)

NPT (x, φ) = Bl
px
|l|/2 · exp

(
−x

2
+ ilφ

)
, (34)

Bl
p =

√
2p!

π (p+ |l|)!
1

ω0

. (35)

Òîãäà âûðàæåíèå (2) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LGpl(x, φ) = NPT (x, φ) · L|l|p (x). (36)

Ïîäðîáíûé âûâîä îïåðàòîðà P̂0 ïðåäñòàâëåí â Ïðèëîæåíèè À. Îí èìååò âèä:

P̂z=0 = −ω
2
0

8

(
1

r2

∂2

∂φ2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2

)
+
i

2

∂

∂φ
+

1

2

(
r2

ω2
0

− 1

)
(37)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà

P̂z=0LGpl(r, φ, 0) = pLGpl(r, φ, 0). (38)

Òåïåðü íàéäåì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà P̂z ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z. Ïîäðîáíûé âûâîä
ïðåäñòàâëåí â Ïðèëîæåíèè Á. Èñêîìûé îïåðàòîð, ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
Ëàãåð-Ãàóññîâû ôóíêöèè, èìååò âèä:

P̂z = −ω
2
z

8
∇2
t +

iz

kω2
0

∂

∂r
r − L̂z

2
+

1

2

(
r2

ω2
0

− 1

)
. (39)
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5 Àíàëèç îïåðàòîðà P̂z.

Äëÿ ïîíèìàÿ òîãî, êàê èíòåðïðåòèðîâàòü ðàäèàëüíîå ÷èñëî p íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàêèì
îáðàçîì äåéñòâóåò êàæäîå ñëàãàåìîå îïåðàòîðà (39) íà Ëàãåð-Ãàóññîâó ôóíêöèþ. Â îñîáåííîñòè
èíòåðåñíî äåéñòâèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî, òàê êàê èìåííî îíî îïèñûâàåò äèíàìèêó ïîïåðå÷íîãî
ïðîôèëÿ ïó÷êà ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü îñè z.

Çàïèøåì åùå ðàç Ëàãåð-Ãàóññîâó ôóíêöèþ è ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé:

LGpl(r, φ, z) =

√
2p!

π (p+ |l|)!
1

ωz

(√
2r

ωz

)|l|
L|l|p

(
2r2

ω2
z

)
·exp

(
− r

2

ω2
z

+ i

(
lφ+

kr2

2Rz

− (2p+ |l|+ 1)ϕg

))
;

(40)

Bp,l ≡

√
2p!

π (p+ |l|)!
; (41)

F (z) ≡ 1

ωz
· exp (−i(2p+ |l|+ 1)ϕg) ; (42)

NPT (r, φ, z) ≡ exp

(
r2

ω2
z

+ i
kr2

2Rz

)
· exp (ilφ) . (43)

Ïîñìîòðèì, êàê äåéñòâóåò ïåðâîå ñëàãàåìîå â îïåðàòîðå P̂z íà Ëàãåð-Ãàóññîâó ôóíêöèþ. Â
öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îíî èìååò âèä

− ω2
z

8
∇2
t = −ω

2
z

8

(
1

r2

∂2

∂ψ2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2

)
. (44)

Ïîäåéñòâóåì îòäåëüíî êàæäûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì íà LGp,l:

1.
1

r2

∂2

∂φ2
LGp,l = − 1

r2
LGp,l. (45)

2.
1

r

∂

∂r
LGp,l = Bp,l · F (z) ·

(
1

r
NPT (r, φ, z) · ∂L

|l|
p

∂r
+

1

r
· L|l|p ·

∂NPT (r, φ, z)

∂r

)
. (46)

Âíà÷àëå âû÷èñëèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè NPT (r, φ, z).

1

r

∂

∂r
NPT =

1

r
exp (ilφ)

∂

∂r
exp

(
r2

(
ik

2Rz

− 1

ωz

))
= exp (ilφ) · 2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)
·

· exp

(
r2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

))
.

(47)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè Ëàãåð-Ãàóññîâûõ
ôóíêöèé.

(a)

L|l|p (x) =

p∑
k=0

(−1)k
(
p+ |l|
p− k

)
xk

k!
(48)

(b)

dk

dxk
L|pl| =

{
(−1)kL

|l|+k
p−k (x), åñëè k < p

0, åñëè k > p
(49)
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Òàêèì îáðàçîì, èç (48) è (46) èìååì

1

r

∂

∂r
L|l|p

(
2r2

ω2
z

)
=

1

r2
· p(p+ 1) · L|l|p , (50)

à èç (49) è (46)

1

r

∂

∂r
L|l|p

(
2r2

ω2
z

)
=

4

ω2
z

∂

∂
(

2r2

ω2
z

)L|l|p (2r2

ω2
z

)
= − 4

ω2
z

· L|l|+1
p−1

(
2r2

ω2
z

)
. (51)

Â èòîãå èç (46) ïîëó÷àåì

1

r

∂

∂r
LGp,l =

(
p(p+ 1)

r2
+ 2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

))
LGp,l =

= 2

(
− ik

2Rz

+
1

ω2
z

)
LGp,l −

4
√
p

ω2
z

LGp−1,l+1 · exp (−iφ)

(52)

3.

∂2

∂r2
LGp,l = Bp,l·F (z)·

NPT (r, φ, z) ·
∂2L

|l|
p

(
2r2

ω2
z

)
∂r2

+ 2
∂NPT

∂r

∂L
|l|
p

(
2r2

ω2
z

)
∂r

+ L|l|p

(
2r2

ω2
z

)
∂2NPT

∂r2

 .

(53)

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè NPT èñïîëüçóÿ ãîòîâîå âûðàæåíèå (47).

∂2NPT

∂r2
=

(
2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)
+ 4r2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)2
)
· exp

(
r2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

))
(54)

Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (48) è (49) ïîëó÷àåì îñòàëüíûå ñëàãàåìûå.

Ïîñëå ïðîäåëàííûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì, ÷òî

− ω2
z

8

(
1

r2

∂2

∂φ2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2

)
LGp,l = −ω

2
z

8

(
− l2

r2
+
p(p+ 1)

r2
+
p

3

p2 − 1

r4
ω2
z +

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)
·

·
(

4 + 4p(p+ 1) + 4r2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)))
LGp,l =

ω2
z

4

(
l2

2r2
− 2r2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

))
LGp,l+

+ 2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)
r2√p exp(−iφ)LGp−1,l−1 −

√
p(p− 1)

2
exp(−2iφ)LGp−2,l+2.

(55)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äåéñòâèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â îïåðàòîðå P̂z.

iz

kω2
0

∂

∂r
LGp,l =

iz

kω2
0

(
r
∂

∂r
+ 1

)
LGp,l. (56)

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè âûøå, ïîëó÷àåì:

iz

kω2
0

∂

∂r
LGp,l =

iz

kω2
0

(
p(p+ 1) + 2r2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)
+ 1

)
LGp,l =

=
iz

kω2
0

((
2r2

(
ik

2Rz

− 1

ω2
z

)
+ 1

)
LGp,l −

4r2

ω2
z

√
p exp(−iφ) · LGp−1,l+1

) (57)
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Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü êàê äåéñòâóåò ïîñëåäíèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L̂z:

− L̂z
2
LGp,l =

i

2

∂

∂φ
LGp,l = −1

2
lLGp,l. (58)

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ïîëó÷èâøèõñÿ ôóíêöèé ïîñëå äåéñòâèÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ îïåðàòîðà
P̂z íà Ëàãåðð-Ãàóññîâó ôóíêöèþ.

Ðèñ. 4: Äåéñòâèå ñëàãàåìûõ îïåðàòîðà P̂z íà Ëàãåð-Ãàóññîâó ôóíêöèþ ñ n = 2, l = 2, z = 1. à)
ïåðâîå ñëàãàåìîå, á) âòîðîå ñëàãàåìîå, â) òðåòüå ñëàãàåìîå, ã) èñõîäíûé âèä Ëàãåð-Ãàóññîâîé
ôóíêöèè.

à) á)

â) ã)

Íà Ðèñ.4 âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå äåéñòâèå íà ðàñïëûâàíèå ïó÷êà îêàçûâàþò ïåðâîå è âòîðîå
ñëàãàåìûå, êàæäîå èç êîòîðûõ çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû z. Òàêèì îáðàçîì, îíè
áóäóò îêàçûâàòü äåéñòâèå íà âèä ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ Ëàãåð-Ãàóññîâà ïó÷êà òåì ñèëüíåå, ÷åì
äàëüøå ïó÷îê áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ îò îáëàñòè ïåðåòÿæêè. Àíàëîãè÷íûé âûâîä áûë ïîëó÷åí
íàìè â ïóíêòå 3, ïðè àíàëèçå âåêòîðà Ïîéíòèíãà Ëàãåð-Ãàóññîâà ïó÷êà.
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6 Ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà ðàäèàëüíîãî ÷èñëà.

Îïåðàòîð (39) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

P̂z = P̂z=0 + Ẑ, (59)

ãäå

P̂z=0 = −ω
2
0

8
∇2
t −

L̂z=0

2
+

1

2

(
r2

ω2
0

− 1

)
, (60)

Ẑ = −ω
2
0

8
tg2(ϕg)∇2

t + i
1

2
tgϕg

∂

∂r
r. (61)

Çäåñü, P̂z=0 � îïåðàòîð, àíàëîãè÷íûé P̂z, íî äåéñòâóþùèé â îáëàñòè ïåðåòÿæêè, à Ẑ �
ñëàãàåìûå, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïó÷êà âäîëü ïðîäîëüíîé îñè z. Â îïåðàòîðå
P̂z=0 ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå ñâÿçàíû ñ èçìåíåíèåì àìïëèòóäû è óøèðåíèåì ïó÷êà â
îáëàñòè ïåðåòÿæêè ïî ðàäèóñó, à âòîðîå îòâå÷àåò çà íàáåã ôàçû.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð P̂z ýðìèòîâ. Îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé äðóãèõ îïåðàòîðîâ,
ýðìèòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýðìèòîâ êàæäûé èç ñîñòàâëÿþùèõ åãî îïåðàòîðîâ. Îïåðà-
òîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó è ÷åòâåðòîìó ñëàãàåìîìó, ýðìèòîâû ïî îïðåäåëåíèþ, òàê êàê
âåùåñòâåííû. Îïåðàòîð L̂z � ýòî îïåðàòîð ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z â öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýòîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà,
òàê ÷òî îí òàêæå ýðìèòîâ ïî îïðåäåëåíèþ. Îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé
âòîðîìó ñëàãàåìîìó. Ýòîò îïåðàòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ,
îäèí èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò z, à äðóãîé � òîëüêî îò r. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýðìèòîâûõ
îïåðàòîðîâ ýðìèòîâî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè êîììóòèðóþò.[ iz

kω2
0

,
∂

∂r
r
]

= 0, (62)

òàê êàê r è z ýòî áàçèñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â òàêîì ñëó÷àå, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü

íà ýðìèòîâîñòü êàæäûé èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ïî-îòäåëüíîñòè. Îïåðàòîð
iz

kω2
0

ýðìèòîâ, òàê êàê

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîíåíòó îïåðàòîðà êîîðäèíàòû, ïîìíîæåííóþ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Îïåðàòîð
∂

∂r
r â îáùåì ñëó÷àå íå ýðìèòîâ, òàê êàê ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåêîììóòè-

ðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Îäíàêî â ñëó÷àå âûáîðà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè òàêîãî îïåðàòîðà â âèäå
Ëàãåð-Ãàóññîâîé ôóíêöèè îí ñòàíîâèòñÿ ýðìèòîâûì, òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî〈 ∂

∂r
rLGpl (r, φ, z) , LGpl (r, φ, z)

〉
=
〈
LGpl (r, φ, z) ,

(
∂

∂r
r

)†
LGpl (r, φ, z)

〉
, (63)

ãäå ñêîáêàìè
〈
., .
〉
îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âûáîðà Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé, îïåðàòîð P̂z ýðìèòîâ, à çíà÷èò åìó ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà.

Â ïóíêòå 3 ìû óáåäèëèñü, ÷òî íåîáõîäèìî íàëîæèòü îïðåäåëåííûé óñëîâèÿ íà Ëàãåð-Ãàóññîâ
ïó÷îê. Ïðèìåíÿÿ îãðàíè÷åíèÿ (29), ïîëó÷àåì:

Ẑ = 0,

P̂z = P̂z=0.
(64)

Â òàêîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P̂z=0LGpl(r, φ, 0) = pLGpl(r, φ, 0). (65)
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Òàê êàê âåëè÷èíà p ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, òî ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàòü åå â êà÷åñòâå áàçèñíîé ïåðåìåííîé â êâàíòîâî-èíôîðìàöèîííûõ ïðîòîêîëàõ. Ïðè
ñîáëþäåíèè óñëîâèé (29) êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ðàäèàëüíûì ÷èñëîì, áóäóò óñòîé-
÷èâî ðàçëè÷èìû íà äëèíå 2zmax, äàæå ïðè áîëüøèõ p. Ýòî ïîçâîëèò ïåðåéòè â çàäà÷àõ êâàíòî-
âîé èíôîðìàòèêè îò êóáèòîâ ê êóäèòàì ñ ðàçìåðíîñòüþ p. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå ïðîòÿæåííîé
îáëàñòè 2zmax ñ ïîñòîÿííûì ïîïåðå÷íûì ïðîôèëåì ïó÷êà ïîçâîëÿò íàäåÿòüñÿ íà óñïåøíîå ðå-
øåíèå çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ ñîñòîÿíèÿìè Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä, çàâèñÿùèõ îò p, ñ ïîìîùüþ
ÿ÷ååê êâàíòîâîé ïàìÿòè.
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7 Âåêòîð Ðèìàíà-Çèëüáåðøòåéíà. Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â èìïóëüñ-

íîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî âîçìîæíî ïîëó÷èòü â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð,
àíàëîãè÷íûé (39) è íàéäåì åãî ÿâíûé âèä. Äëÿ ýòîãî íàì âíîâü íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòå-
ìó óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ âèä Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä â
èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðîùå âñåãî äëÿ íàøåé çàäà÷è ýòî áóäåò ñäåëàòü, ââîäÿ âåêòîð
Ðèìàíà-Çèëüáåðøòåéíà.

Âåêòîð Ðèìàíà-Çèëüáåðøòåéíà ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì âåêòîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ó êîòîðîãî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü çàäàåòñÿ àìïëèòóäîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ÷èñòî ìíèìàÿ
ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ìàãíèòíîãî:

F =

√
ε0

2
(E+ icB) , (66)

ãäå c�ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, ε0�äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà, E è B�
ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ X, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î âåêòîðå F. Ïîëó-
÷èì ÿâíûé âèä ýòîé ôóíêöèè.

Â ôîðìàëèçìå âåêòîðà Ðèìàíà-Çèëüáåðøòåéíà, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ñâîáîäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìåþò âèä

∂

∂t
F (r, t) = −ic∇× F (r, t) , (67)

∇ · F (r, t) = 0, (68)

ãäå r�ðàäèóñ-âåêòîð â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Âûðàçèì âåêòîð F ÷åðåç êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïîëå Z (r, t):

F (r, t) = ∇×
(
i

c
Z (r, t) +∇× Z (r, t)

)
, (69)

Óäîâëåòâîðÿþùóþ âîëíîâîìó óðàâíåíèþ(
1

c2

∂

∂t
−∇2

)
Z (r, t) = 0. (70)

Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ïîëÿ Z èìåþò îäèíàêîâûé âèä X (r, t), çàïèøåì

Z = (e1, e2, e3) X (r, t) , (71)

ãäå X (r, t) � íåêàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âîëíó, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (70), â
êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Âñå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (70) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ
âîëí â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå:

X (r, t) =

∫
dkN(k)

(
ψ+(k)e−iωkt+ik·r + ψ−(k)eiωkt−ik·r

)
, (72)

ãäå N(k)�íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà.
Èñïîëüçóåì òàêîå ðàçëîæåíèå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

eik·r = eikzz
∞∑

m=−∞

imeim(φ−kφ) · Jm(ktρ), (73)
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ãäå kφ è kt � ïîëÿðíàÿ è ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòû â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, ρ� ðàäèóñ-âåêòîð
â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, Jm � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òîãäà âûðàæåíèå (72) ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê

X(r, t) =
∑
m,σ

∫
dk

(σi)m

kkt
√

2
eσi(ωkt−kzz−m(φ−kφ))Jm(ktρ)ψσ(k), (74)

ãäå σ � áåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ ±1, à k =
√
k2
z + k2

t .
Âûðàæåíèå äëÿ åäèíè÷íîãî ïó÷êà â áàçèñå Áåññåëü-Ãàóññà ìîæíî ïîëó÷èòü, óáðàâ çàâè-

ñèìîñòè îò ïîëÿðíîé è ðàäèàëüíîé êîîðäèíàò è ÿêîáèàí ïåðåõîäà âíóòðü ôóíêöèè ψ. Òîãäà
âûðàæåíèå äëÿ X(r, t) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

X
σ
m(r, φ, z, t) =

∫
dkψσ(k)e−iσ(ckt−kzz)Jm(ktρ). (75)

Íàì íåîáõîäèìî íàéòè ÿâíûé âèä ôóíêöèè ψ(k) â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå òàêîé, ÷òîáû
âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X(r, t) èìåëî âèä Ëàãåð-Ãàóññîâà ïîëèíîìà. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ

k± =
k ± kz

2
, (76)

t± = t± z

c
. (77)

Òîãäà ìû èìååì

X
σ
m =

∫ ∞
0

dk+

∫ ∞
0

dk−

∫ 2π

0

dkφψ
σ(k+, l−) · e−iσc(k+t−+k−t+)Jm

(
2ρ
√
k+k−

)
(78)

ßêîáèàí ïåðåõîäà ñíîâà âõîäèò â ôóíêöèþ ψ (k+, k−).
Òàê êàê X� âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òî ψσ(k+, k−) âîëíîâàÿ ôóíê-

öèÿ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì, â Áåññåëåâîì áàçèñå. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû èíòåãðàë (78)
ìîã áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå Ëàãåð-Ãàóññîâîé ìîäû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûáðàòü ôóíêöèþ
ψσ îñîáûì îáðàçîì. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:∫ ∞

0

dx · xn+m/2e−αxJm(2β
√
x) =

n!βme−β
2/α

αn+m+1
Lmn

(
β2

α

)
, n+m > −1. (79)

Â íàøåì ñëó÷àå óäîáíî âûáðàòü x = k−, β = ρ
√

Ω/c. Íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè â îáëàñòè ïåðåòÿæêè t = 0, z = 0 ôóíêöèÿ äîëæíà ñóùåñòâîâàòü, ïîýòîìó
ïîëîæèì íà÷àëüíîå óøèðåíèå ïó÷êà ðàâíûì ω2. Òàêæå íåîáõîäèìî ó÷åñòü èñïîëüçóåìîå âûøå
ðàçëîæåíèå ïî ïëîñêèì Áåññåëåâûì âîëíàì ââîäÿ ìíîæèòåëü eiσmkφ , ãäå σ îïðåäåëÿåò ëåâóþ
èëè ïðàâóþ êðóãîâóþ ïîëÿðèçàöèþ ôîòîíà. Â òàêîì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ ψσ áóäåò èìåòü ñëåäóþ-
ùèé âèä:

ψσ(k+, k−, kφ) = eiσmkφδ

(
k+ −

Ω

c

)
k
n+
|m|
2

− e−
ω2Ωk−

c . (80)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (80) â (78) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî kφ:

X
σ
m = eiσmφ ·

∫ ∞
0

dk+

∫ ∞
0

dk−e
−iσc(k+t−+k−t+)e−ω

2Ωk−/ck
n+|m|/2
− δ(k+ − Ω/c). (81)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôèëüòðóþùèì ñâîéñòâîì äåëüòà-ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå −∞ <= 0 < Ω/c <
∞ è ÿâíî âû÷èñëèì èíòåãðàë ïî dk+:

X
σ
m = eiσmφ · e−iσΩt− ·

∫ ∞
0

dk−k
n+|m|/2
− e−k−(Ωω2/c+iσct+) · Jm

(
2
√

Ω/cρ
√
k−

)
. (82)
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Â íàøåì ñëó÷àå, α = Ωω2/c+ iσct+. Íàêîíåö, ïîëó÷àåì

X
σ
m =

n!ρ|m|(c/Ω)n+|m|/2+1

(ω2 + iσc2t+/Ω)n+|m|+1
· e−iσΩ(t−z/c−mφ) · e−ρ2/(ω2+iσc2t+/Ω)L|m|n

(
ρ2

ω2 + iσc2t+/Ω

)
. (83)

Ââîäÿ íîâûå îáîçíà÷åíèÿ N = n!
(
c/Ω)n+|m|/2+1

)
� íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, a(t+) = ω2 +

iσc2t+/Ω � êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð ïó÷êà, çàïèøåì êîíå÷íûé âèä ôóíêöèè X
σ
m:

X
σ
m(ρ, φ, z, t) =

Nρ|m|

a(t+)n+|m|+1
· e−iσΩ(t−z/c−mφ) · e−

ρ2

a(t+)L|m|n

(
ρ2

a(t+)

)
. (84)

Òàêèì îáðàçîì, ìû â òî÷íîñòè äî êîíñòàíòû N ïîëó÷èëè âûðàæåíèå â ôîðìå Ëàãåð-
Ãàóññîâà ïó÷êà, çíà÷èò, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψσ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå áûëà âûáðàíà âåðíî.
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8 Îïåðàòîð ðàäèàëüíîãî ÷èñëà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëå-

íèè

Ïîëó÷èì â ÿâíîì âèäå îïåðàòîð ðàäèàëüíîãî ÷èñëà, ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè êîòîðîãî áóäóò
ÿâëÿòüñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè (80), à ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè - öåëûå ÷èñëà n � ðàäèàëüíûå
èíäåêñû Ëàãåð-Ãàóññîâîé ìîäû.

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì k−
∂

∂k−
íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ (80).

k−
∂

∂k−
ψσ = k−

∂

∂k−

(
eiσmkφδ

(
k+ −

Ω

c

)
k
n+
|m|
2

− e−
ω2Ωk−

c (2k− + kz)

)
=

=

(
n+
|m|
2
− ω2Ω

c
+
k−
k

)
· eiσmkφδ

(
k+ −

Ω

c

)
k
n+
|m|
2

− e−
ω2Ωk−

c k =

=

(
n+
|m|
2
− ω2Ω

c
+
k−
k

)
ψσ.

(85)

Ïåðåíîñÿ nψσ â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì(
k−

∂

∂k−
+

i

2σ

∂

∂kφ
− k−

k
+
ω2Ω

c
k−

)
ψσ = nψσ, (86)

ãäå âûïîëíåíà çàìåíà
m

2
ψσ = − i

2σ

∂

∂kφ
. (87)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü îïåðàòîð ðàäèàëüíîãî ìîìåíòà, êàê

P̂k =

(
k−

∂

∂k−
+

i

2σ

∂

∂kφ
− k−

k
+
ω2Ω

c
k−

)
. (88)

Ïîëó÷åííûé âèä îïåðàòîðà (88) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ, òàêæå êàê è â ñëó÷àå êî-
îðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îäíàêî áîëåå òðóäåí äëÿ àíàëèçà, ïî ïðè÷èíå ñëîæíîé òðàêòîâêè
ñëàãàåìûõ, åãî ñîñòàâëÿþùèõ.
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9 Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ïîëÿ E ïî

ïîëíîìó îðòîãîíàëüíîìó íàáîðó

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ââåñòè ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ ìîä, ðàçëè÷à-
þùèõñÿ ðàäèàëüíûì ÷èñëîì p è èñïîëüçîâàòü ýòîò íàáîð äëÿ êâàíòîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

Ââåäåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

f⊥p (~ρ) = C0,p · Lp
(

2r2

ω2
0

)
· exp− r

2

ω2
0

· 1

ω0

, (89)

ãäå C0,p =

√
2

π
, à ~ρ =

(
~r
φ

)
Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð. Äëÿ ýòîãî íåîá-

õîäèìî ñîñ÷èòàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ âåñîì w(ρ) =
ρ

ω2
0

, ââåäåííîå ïî òàêîìó ïðàâèëó:

〈f⊥p (~ρ), f⊥p′ (~ρ)〉 =

∫ ∞
0

d~ρw(ρ)f⊥p (~ρ)f⊥p′
∗
(~ρ), (90)

ïðè÷åì äàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äîëæíî îáðàùàòüñÿ â 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ p è
p′, êðîìå p = p′. Ñîñ÷èòàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f⊥p (~ρ) è
f ′⊥p (~ρ):

〈f⊥p (~ρ), f⊥p′ (~ρ)〉 =

∫ ∞
0

d~ρ
ρ

ω2
0

√
2

π
· Lp

(
2r2

ω2
0

)
· e
− r2

ω2
0 · 1

ω0

·

√
2

π
· Lp′

(
2r2

ω2
0

)
· e
− r2

ω2
0 · 1

ω0

=

=

∫ 2π

0

dφ
2

π

∫
dr

ρ

ω2
0

1

ω2
0

· e
− 2r

ω2
0 Lp

(
2r2

ω2
0

)
Lp′

(
2r2

ω2
0

)
=

∣∣∣∣∣2r2

ω2
0

= x; dr =
ω2

0dx

2
√

2
√
x

∣∣∣∣∣ =

=

∫ ∞
0

dxe−x · Lp(x) · Lp′(x)

(91)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûé èíòåãðàë â òî÷íîñòè ðàâíÿåòñÿ δ - ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî âñïîìíèòü ÿâíûé âèä ïîëèíîìîâ Ëàãåðà ÷åðåç ôîðìóëó Ðîäðèãà:

Ln(x) = ex
dn

dxn
(xne−x) (92)

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííûé èíòåãðàë âèäà∫ ∞
0

e−xxmLn(x)dx =

∫ ∞
0

xm
dn

dxn
(xne−x) = (−1)mm!

∫ ∞
0

dn−m

dxn−m
(xme−x)dx, (93)

ãäå n è m � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü m < n, òîãäà∫ ∞

0

e−xxmLn(x)dx = (−1)mm!

∣∣∣∣∣
x=∞

x=0

dn−m−1

dxn−m−1
(xme−x) = 0. (94)

Ïóñòü m = n: ∫ ∞
0

e−xxmLn(x)dx = (−1)nn!

∫ ∞
0

xne−xdx = (−1)n(n!)2 (95)
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Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó èíòåãðàëó (90). Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëèíîìîâ Ëàãåðà â
ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èíòåãðàëó âèäà (93). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ïðåäñòàâèòü ïîëèíîì Ëàãåðà ñòåïåíè n â âèäå êîíå÷íîé ñóììû

Ln(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

k!
xk. (96)

Ïîäñòàíîâêîé ïðåäñòàâëåíèÿ (96) â (91) ïîëó÷àåì:∫ ∞
0

dxe−x · Lp(x) · Lp′(x) =

∫ ∞
0

dxe−x · Lp(x) ·
p′∑
k=0

(
p′

k

)
(−1)k

k!
xk =

=

p′∑
k=0

(
p′

k

)
(−1)k

k!

∫ ∞
0

dxe−xxk · Lp(x).

(97)

Ïðè óñëîâèè, ÷òî p′ < p, äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè (97) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðåçóëüòàòîì (94). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è äëÿ p′ > p èíòåãðàë (91) îáðàùàåòñÿ â 0.
Â ñëó÷àå, êîãäà p = p′, èñõîäíûé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü, êàê∫

e−x|Lp(x)|2dx = (−1)p
∫ ∞

0

e−xxpLp(x)dx = (p!)2, (98)

ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì (95).
Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (91) ðàâåí

〈f⊥p (~ρ), f⊥p′ (~ρ)〉 = (p!)2 · δp,p′ . (99)

Òàêîé èíòåãðàë (91) ìîæíî ñîñ÷èòàòü è áåç âåñîâîé ôóíêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p è p′. 1

Ðàññìîòðèì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäå êâàçèïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè z íà íåñóùåé ÷àñòîòå ω0:

Ê(~ρ, t) = −i
(

~
8π

)
1

(2π)3/2

∫
d|~k|ω(|~k|)~d~qâ(|~k|, ~q) · ei~q·~ρ · ei(|~k|−k0)z−i(ω(|~k|)−ω0)t×

× eik0z−iω0t.

(106)

1 ∫ ∞
0

d~ρ

√
2

π
· Lp

(
2r2

ω2
0

)
· exp− r

2

ω2
0

· 1

ω0
·

√
2

π
· Lp′

(
2r2

ω2
0

)
· exp− r

2

ω2
0

· 1

ω0
=

=

∫ 2π

0

dφ
2

π

∫
dr

1

ω2
0

· exp− 2r

ω2
0

Lp

(
2r2

ω2
0

)
Lp′

(
2r2

ω2
0

)
=

∣∣∣∣∣2r2ω2
0

= x; dr =
ω2
0dx

2
√

2
√
x

∣∣∣∣∣ =

=

∫ ∞
0

dx
ω0

√
2√
x
e−x · Lp(x) · Lp′(x)

(100)

Èíòåãðàë âèäà

I(m,n, α, β) =

∫ ∞
0

xµe−x · Lαm(x) · Lβn(x) (101)

ðàâåí ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

I(m,n, α, β) =

(
m+ α

n

)(
n+ β − µ− 1

n

)
· Γ(µ+ 1) ·3 F2(−m,µ+ 1, µ− β + 1;α+ 1, µ− β − n+ 1; 1), (102)

ãäå 3F2(a, b, c; d, e; 1) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ

3F2(a, b, c; d, e; 1) =
√

Γ(1− a) ·
√

Γ(1− b) ·
√

Γ(1− c) · Γ(d) · Γ(e) ·
√

Γ(−a− b− c+ d+ e)·
(d− a− b− 1)(e− a− c− 1)(d+ e− c− 1)

8
−
b+ d− c− e

2√
d+ e− b− c− 1

√
Γ(d− a)

√
Γ(d− b)

√
Γ(d− c)

√
Γ(e− a)

√
Γ(e− b)

√
Γ(e− c)

(103)
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Ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü èíòåãðàëà
∫
d~qâ(|~k|, ~q)ei~q·~p ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ââåäåííûì

ôóíêöèÿì f⊥p (~ρ): ∫
d~qâ(|~k|, ~q)ei~q·~p =

∑
p

âp(|~k|)f⊥p (~ρ. (107)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå â âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

Ê(~ρ, t) = −i
(

~
8π

)1/2
1

(2π)3/2

∫
d|~k|ω(|~k|)

∑
p

âp(|~k|)f⊥p (~ρ · ei(|~k|−k0)z−i(ω(|~k|)−ω0)t×

× eik0z−iω0t = −i
(
~ω0

8π

)1/2
1

(2π)3/2
·
∑
p

f⊥p (~ρ)eik0z−iω0t

∫
d|~k|

√
ω(|~k|)
ω0

âp(|~k|)×

× ei(|~k|−k0)z−i(ω(|~k|)−ω0)t = −i
(
~ω0

8π

)1/2

·
∑
p

âp(z, t) · f⊥p (~ρ)eik0z−iω0t

(108)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàòîðû âp(z, t) ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[
âp(z, t),

ˆ
a†p′(z

′, t)
]

=
1

(2π)3/2

∫
d|~k|d|~k′|

√
ω(|~k|)ω(|~k′|)

ω2
0

· ei|~k|z−i|~k′|z′−i(ω(|~k|)−ω(|~k′|))t×

×
∫
d~ρd~ρ′f⊥∗p (~ρ)f⊥p′ (~ρ

′)

∫
d~q~q′

[
â(~k), â†(~k′)

]
· ei~q·~ρ−i~q′·~ρ′ =

∫
d|~k|ω(|~k|)

ω0

· ei(|~k|−k0)(z−z′)×

×
∫
d~ρd~ρ′f⊥∗p (~ρ)f⊥p′ (~ρ

′)

∫
d~q · ei~q·(~ρ−~ρ′) =

δp,p′

(p!)2

∫
d|~k|ω(|~k|)

ω0

· ei(|~k|−k0)(z−z′) =

=
δp,p′

(p!)2

(
1− i

k0

∂

∂z

)
δ(z − z′).

(109)

Çäåñü, ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä
ω(|~k|)
ω0

íàìè áûëî èñïîëüçîâàíî ïàðàêñèàëüíîå ïðèáëèæåíèå:

ω(|~k|)
ω0

· ei(|~k|−k0)(z−z′) ≈ (1− kz − k0

k0

) · ei(|~k|−k0)(z−z′) ≈
(

1− i

k0

∂

∂z

)
· ei(|~k|−k0)(z−z′). (110)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñ
ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëíîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó íàáîðó ìîä, ðàçëè÷àþùèõñÿ ðàäèàëü-
íûì ÷èñëîì p.

Â íàøåì ñëó÷àå:

µ = −1

2
α = β = 0

m = p

n = p′.

(104)

Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

〈f⊥p (~ρ), f⊥p′ (~ρ)〉 =
π√
2

(
p

p′

)(
p′ − 1

2

p′

)
·

1
16Γ( 3

2 − p)(6p
′(p− p′ − 17

6 ) + 3p+ 1)√
−( 3

2 + p′)(p− p′ + 3
2 )(p− p′ − 1

2 )Γ(−p′)
(105)

Â ñëó÷àå, êîãäà p′ > p, ïåðâûé áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò ðàâíÿåòñÿ íóëþ è òîãäà îáíóëÿåòñÿ âñå èòî-
ãîâîå âûðàæåíèå. Ïðè p = p′, íèêàêèõ îñîáåííîñòåé íå âîçíèêàåò è ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî,
ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàííûå ôóíêöèè f⊥p (~ρ) äåéñòâèòåëüíî îðòîãîíàëüíû.
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10 Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà â ìîäåëè ðàìàíîâñêîé

êâàíòîâîé ïàìÿòè äëÿ Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàìàíîâñêóþ ìîäåëü êâàíòîâîé ïàìÿòè íà îñíîâå àíñàìáëÿ õîëîäíûõ
àòîìîâ. Â äàííîé ìîäåëè è ñèëüíîå ëàçåðíîå 'óïðàâëÿþùåå', è êâàíòîâîå ñëàáîå 'ñèãíàëüíîå'
ïîëÿ ñèëüíî îòñòðîåíû îò ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìíûõ ïåðåõîäîâ. Óïðàâëÿ-
þùåå ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà íåñóùåé ÷àñòîòå ωd, ñèãíàëüíîå � íà ÷àñòîòå ωs. ×àñòîòû ωd
è ωs îòñòðîåíû íà âåëè÷èíó ∆ îò ÷àñòîò àòîìíûõ ïåðåõîäîâ ω23 è ω13.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè |1〉, óïðàâëÿþùåå ïîëå äåé-
ñòâóåò íà ïåðåõîäå |2〉− |3〉, à êâàíòîâîå � íà ïåðåõîäå |1〉− |3〉. Â ðàìàíîâñêîé ñõåìå îòñòðîéêà
÷àñòîò ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âåðõíèé óðîâåíü ïðàêòè÷åñêè íå çàñåëÿåòñÿ, è ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
äâóõôîòîííûì � â êàæäîì âçàèìîäåéñòâèè ïîëåé ñ àòîìîì ïîãëîùàåòñÿ ôîòîí êâàíòîâîãî
ïîëÿ è èçëó÷àåòñÿ ñòîêñîâñêèé ôîòîí, òî åñòü ôîòîí ñ áîëüøåé äëèíîé âîëíû, â ìîäó óïðàâ-
ëÿþùåãî ïîëÿ.

Ðèñ. 5: Λ-ñõåìà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé. Ñèíÿÿ ñòðåëêà � êâàíòîâîå ñëàáîå ïîëå, çåëåíàÿ �
óïðàâëÿþùåå ñèëüíîå ïîëå, ∆ � âåëè÷èíà îòñòðîéêè.

Ïóñòü îáà ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèå êâàçèïëîñêèå âîëíû, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü îñè z. Îáå ýòèõ âîëíû � ñèãíàëüíóþ è óïðàâëÿþùóþ áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè. Çäåñü è äàëåå áóäåì ðàáîòàòü â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííî
ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäû.

Ïðåäñòàâèì îãèáàþùóþ êâàíòîâîãî ïîëÿ â âèäå íàáîðà ìîä Ëàãåð-Ãàóññà:

~Ed(~r, t) = −iE0(~r, t)e−iωdt+ikdz ~εd + c.c.

~Es(~r, t) = −i
(
~ω0

8π

)1/2

·
∑
p

âp(z, t) · f⊥p (~ρ)eik0z−iω0t,
(111)

ãäå ρ, φ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, kd, ks � âîëíîâûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåñóùèì
÷àñòîòàì, f⊥p (~ρ) � ôóíêöèÿ Ëàãåð-Ãàóññà â ïëîñêîñòè z = 0 ñ àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì l = 0.
Îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ôîòîíîâ â ìîäå Ëàãåðð-Ãàóññà ñ èíäåêñîì p ïîä÷èíàþòñÿ
êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì è îïðåäåëåíû òàê, ÷òî ñðåäíåå 〈â†p(z, t) âp(z, t)〉 èìååò ñìûñë
ïîòîêà ÷àñòèö â ìîäå f⊥p (~ρ).

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ àòîìíûì àíñàìáëåì íà ÿçûêå êîëëåêòèâíûõ îïåðà-
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òîðîâ êîãåðåíòíîñòè è çàñåëåííîñòè:

σ̂ij =
Nat∑
k=1

ζ̂kij(t)δ
(3) (~r − ~rk)

N̂i(~r, t) = σ̂ii(r̂, t) =
Nat∑
k=1

ζ̂kii(t)δ
(3) (~r − ~rk) ,

(112)

ãäå îïåðàòîðû ζ̂ij(t) � ïðîåêòîðû ñîñòîÿíèÿ |j〉 íà ñîñòîÿíèå |i〉 â ìîìåíò âðåìåíè t: ζ̂ij = |i〉 〈j|,
ωij = ωi − ωj � ÷àñòîòà ïåðåõîäà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè àòîìíûìè óðîâíÿìè, ~εij � âåêòîð
ïîëÿðèçàöèè òàêîãî ïåðåõîäà. Âåêòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïåðåõîäîâ ~ε13 è ~ε23 ñîâïàäàþò ñ
âåêòîðàìè ïîëÿðèçàöèè ñèãíàëüíîãî è óïðàâëÿþùåãî ïîëåé ñîîòâåòñòâåííî. Êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ââåäåííûõ ïîäîáíûì îáðàçîì êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ñëåäóþùåì âèäå:

[σ̂ij(~r, t), σ̂np(~r
′, t)] = (δj, nσ̂ip(~r, t)− δi,pσ̂nj(~r, t)) δ(3) (~r − ~r ′) . (113)

Â ðàìêàõ äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðèáëèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ âîëíû, ãàìèëüòîíèàí âçà-
èìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ êëàññè÷åñêèì è êâàíòîâûì ïîëåì çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

V̂ (~r, t) =

∫
d~ri~gσ̂f31(~r)

∑
p

âfp(z, t) · f⊥p (~ρ)−
∫
d~ri~gσ̂f13(~r)

∑
p

âf†p (z, t) · f⊥∗p (~ρ)+

+

∫
d~ri~Ω(~r, t)σ̂f32(~r)e−iωdt+ikdz − σ̂f23(~r)eiωdt−ikdz.

(114)

Çäåñü íàìè áûëè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîíñòàíòû ñâÿçè àòîìà ñ ïîëåì g è ÷àñòîòû Ðàáè
Ω:

g =

√
ωs

8π~c
d13; Ω(~r, t) =

E0(~r, t)d23

~
. (115)

Òàêæå áûëè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìî-
ìåíòà ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿìè |i〉 è 〈j| � dij. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ Ãàéçåíáåðãà ñòðîÿòñÿ äëÿ
áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ ïåðåìåííû, ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç áûñòðî ìåíÿþùèåñÿ
ïåðåìåííûå (ñ âåðõíèì èíäåêñîì f), ñâÿçàííûå ñ èñõîäíûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ̂fij(~r, t) = σ̂ij(~r, t)e
−iωijt,

âfp(z, t) = âpe
ikzz−iωst.

(116)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîáîäíûì ãàìèëüòîíèàíîì è ãàìèëüòîíèàíîì â ðàìêàõ äèïîëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ è ïðèáëèæåíèè âðàùàþùåéñÿ âîëíû è çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà äëÿ ïîëåâûõ è
àòîìíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà îïèñàíèè ýâîëþöèè êàæäîé îòäåëüíîé ïî-
ëåâîé ìîäû Ëàãåð-Ãàóññà. Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîäû ñ èíäåêñîì m è àòîìíîé
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ñèñòåìû, ïîëó÷àåì: (
∂

∂t
+ C

∂

∂z

)
âm = −g

∫
d~ρ ′σ̂13(~ρ ′, z)f⊥∗p (~ρ),

˙̂σ13 = −i∆σ̂13 + g
∑
p

âpf
⊥
p

(
N̂1 − N̂3

)
+ Ωσ̂12,

˙̂σ12 = −g
∑
p

âpf
⊥
p σ̂32 − Ωσ̂13,

˙̂σ32 = −i∆σ̂32 + g
∑
p

â†pf
⊥∗
p σ̂12 + Ω

(
N̂2 − N̂3

)
,

˙̂
N1 = −g

∑
p

âpf
⊥
p σ̂31 − g

∑
p

â†pf
⊥∗
p σ̂14,

˙̂
N2 = −Ω (σ̂32 − σ̂23) ,

˙̂
N3 = − ˙̂

N1 − ˙̂
N2.

(117)
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11 Âûâîä

Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû áûëî îïðåäåëåíî ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà, ÿâëÿþùèåñÿ ðàäèàëüíûì èíäåêñîì Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä. Ýòî óðàâíåíèå áûëî ðàçðåøåíî â
êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ, áûë íàéäåí ÿâíûé âèä îïåðàòîðà, ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ Ëàãåð-Ãàóññîâû ìîäû, à ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè � ðàäèàëüíûå
÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîä. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé îïåðàòîð â îáùåì ñëó÷àå íåýðìè-
òîâ, îäíàêî, ïðè âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé � íàïðèìåð, Ëàãåð-
Ãàóññîâûõ ìîä, äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ýðìèòîâîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î òîì,
÷òî ðàäèàëüíîìó ÷èñëó p ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà. È äåéñòâèòåëüíî,
ðåãèñòðàöèÿ ÷èñëà p ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ïîìîùè CCD êàìåð.

Òàêæå â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû áûë ïîñòðîåí âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà äëÿ Ëàãåð-Ãàóññîâûõ
ìîä. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ ìîäóëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà ïîçâîëèë íàëîæèòü óñëîâèÿ íà ðàçìåðû
Ëàãåð-Ãàóññîâà ïó÷êà äëÿ åãî ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ â çàäà÷àõ êâàíòîâîé èíôîðìàòè-
êè. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà óøèðåíèå ïó÷êà êðàéíå ìàëî ïðè óâåëè÷åíèè
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû z, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (29), îïåðàòîð ðàäèàëüíîãî ÷èñ-
ëà P̂z ðåäóöèðóåòñÿ ê îïåðàòîðó ðàäèàëüíîãî ÷èñëà â îáëàñòè ïåðåòÿæêè P̂z=0.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð âîçìîæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàäèàëüíîãî ÷èñëà
Ëàãåð-Ãàóññîâûõ ìîä â çàäà÷àõ êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàìàíîâñêàÿ ìîäåëü
êâàíòîâîé ïàìÿòè, â êîòîðîé ñëàáîå êâàíòîâîå ïîëå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ïîëíîìó íàáîð Ëàãåð-
Ãàóññîâûõ ìîä, ðàçëè÷àþùèõñÿ ðàäèàëüíûì ÷èñëîì p. Äîêàçàíà âîçìîæíîñòü òàêîãî ðàçëîæå-
íèÿ, à òàêæå ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãåéçåíáåðãà, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ àòîìíî-ïîëåâîé
ñèñòåìû â ðàìêàõ äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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Ïðèëîæåíèå À. Âûâîä âèäà îïåðàòîðà P̂0

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì (32) íà ôóíêöèþ NPT (x, φ). Äëÿ íà÷àëà ðàñïèøåì äåéñòâèå ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïî x:

∂

∂x
NPT (x, φ) =

|l|
2
x
|l|−2

2 · exp
(
−x

2
+ ilφ

)
− 1

2
x
|l|
2 · exp

(
−x

2
+ ilφ

)
,

∂2

∂x2
NPT (x, φ) =

|l|
2

(
|l|
2
− 1)x

|l|−4
2 exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
− |l|

2
x
|l|
2
−1exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
+

1

4
x
|l|
2 exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
(118)

[
(x− l − 1)

∂

∂x
− x ∂

2

∂x2

]
NPT (x, φ) = (x− l − 1)

|l|
2
x
|l|−2

2 · exp
(
−x

2
+ ilφ

)
− 1

2
x
|l|
2 · exp

(
−x

2
+ ilφ

)
−

− x |l|
2

(
|l|
2
− 1)x

|l|−4
2 exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
− |l|

2
x
|l|
2
−1exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
+

1

4
x
|l|
2 exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
.

(119)
Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî φ íà ôóíêöèþNPT (x, φ):

∂

∂φ
NPT (x, φ) = ilx

|l|
2 exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
,

∂2

∂φ2
= −l2x

|l|
2 exp

(
−x

2
+ ilϕ

)
.

(120)

Ïåðåãðóïïèðóåì ÷ëåíû â âûðàæåíèè (119). Âûäåëèì â íèõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî φ è
ïîëó÷èì[

− 1

4x

∂2

∂φ2
− x ∂

2

∂x2
+
i

2

∂

∂φ
− ∂

∂x
− 1

2

]
·Bl

pNPT (x, φ)L|l|p (x) = Bl
pNPT (x, φ)pL|l|p , (121)

[
− 1

4x

∂2

∂φ2
− x ∂

2

∂x2
+
i

2

∂

∂φ
− ∂

∂x
− 1

2

]
LGpl(x, φ) = pLGnl(x, φ). (122)

Ñäåëàåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ïåðåéäåì îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî x ê ÷àñòíûì
ïðîèçâîäíûì ïî r.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì ïåðåõîäà ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

r = ω0

√
x

2
,

∂

∂x
=
ω2

0

4r

∂

∂r
,

∂2

∂x2
= − ω4

0

16r3

∂

∂r
+

ω4
0

16r2

∂2

∂r2
.

(123)

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà Ëàãåð-Ãàóññîâó
ôóíêöèþ â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (122) è ïðåîáðàçóåì åãî

− 1

4x

∂2

∂φ2
− x ∂

2

∂x2
+
i

2

∂

∂φ
− ∂

∂x
− 1

2
= − ω

2
0

8r2

∂2

∂φ2
− 2r2

ω2
0

·
(
− ω4

0

16r3

∂

∂r
+

ω4
0

16r2

∂2

∂r2

)
+
i

2

∂

∂φ
−

− ω2
0

4r

∂

∂r
+

r2

2ω2
0

− 1

2
= −ω

2
0

8

(
1

r2

∂2

∂φ2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2

)
+
i

2

∂

∂φ
+

1

2

(
r2

ω2
0

− 1

)
≡ P̂0.

(124)
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Ïðèëîæåíèå Á. Âûâîä îïåðàòîðà P̂z
Äëÿ íà÷àëà ïåðåñ÷èòàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x â òåðìèíàõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî r

è z:

x =
2r2

ω2
z

.

dx =
4rdr

ω2
0 + 4z2

k2ω2
0

− 16r2zdz(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)2 =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂z
dz ⇒

(125)

⇒



∂x

∂r
=

4r

ω2
0 + 4z2

k2ω2
0

,

∂x

∂z
= −

16r2z(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)2

(126)

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂z

∂x

∂

∂z
(127)

∂2

∂x2
=

∂
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∂

∂x
=
∂r
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∂

∂r
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∂

∂x

)
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∂

∂z
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∂

∂x
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∂

∂r
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∂

∂r
+
∂z

∂x
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∂
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∂x

)2
∂2

∂r2
+ 2

∂r

∂x

∂z

∂x

∂2

∂r∂z
+

(
∂z

∂x

)2
∂2

∂z2
+

+

(
∂r

∂x

∂

∂r

(
∂r

∂x

)
+
∂z

∂x

∂

∂z

(
∂r

∂x

))
∂

∂r
+

(
∂r

∂x

∂

∂r

(
∂z

∂x

)
+
∂z

∂x

∂

∂z

(
∂z

∂x

))
∂

∂z
.

(128)

Ïåðåñ÷èòàåì ýòè âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ íàøèõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâëÿÿ â (127) è (128)
âûðàæåíèÿ (126) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

∂

∂x
=
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

4r

∂

∂r
−
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

16r2z

∂

∂z
,

∂2

∂x2
=

ω2
0 + 4z2

k2ω2
0

4r

2

∂2

∂r2
−

(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)3

8r3z

∂2

∂r∂z
+

(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)4

256r4z2

∂2

∂z2
−

−


(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)2

16r3
+

(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)2

16r2

 ∂

∂r
+


(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)3

32r4z
−
ω2

0

(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)3

256r4z3

 ∂

∂z
,

(129)

îòêóäà

x
∂

∂x2
=
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

8

∂2

∂r2
−

(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)2

4rz

∂2

∂r∂z
+

(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)3

128r2z2
−
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

4r

∂

∂r
+

+


(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)2

16r2z
−
ω2

0

(
ω2

0 + 4z2

k2ω2
0

)2

128r2z3

 ∂

∂z
.

(130)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (129) è (130) â âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà (122) è ïðåîáðàçóÿ åãî
ïîëó÷àåì

P̂z ≡ −
ω2
z

8

(
1

r2

∂2

∂φ2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2

)
+

iz

kω2
0

∂

∂r
r +

i

2

∂

∂φ
+

1

2

(
r2

ω2
0

− 1

)
. (131)
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Ó÷òåì, ÷òî

L̂z = −i ∂
∂φ
− îïåðàòîð îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà,

∇2
t =

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂φ2
.

(132)

Òîãäà, îêîí÷àòåëüíî, èñêîìûé âèä îïåðàòîðà, ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
Ëàãåð-Ãàóññîâû ôóíêöèè LGpl, èìååò âèä

P̂z = −ω
2
z

8
∇2
t +

iz

kω2
0

∂

∂r
r − L̂z

2
+

1

2

(
r2

ω2
0

− 1

)
. (133)
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